Cours 3:

éléments finis 1D de degré 2



Méthode des EF

On reprends le pb du fléchissement d’'une corde :

Considérons le probléme suivant : étant donné deux fonctions c et f continues
sur l'intervalle [0, 1], trouver une fonction v deux fois contintiment dérivable sur
10, 1] telle que

—u"(x) + e(x)u(x) = f(x) si0<ax <1,

w(0) = u(1) = 0. (10.1)  (Pb 10.1)

On multiplie par une fonction v une fois continuement dérivable sur [0,1] et on

intégre de 0 a 1: 1 1
_/ u” (z)v(x)de + / c(x)u(x)v(x)dr = / f(x)v(z)de.
0 0

En intégrant par parties le premier terme, nous avons :

1 1
/ u' (x)v (z)dr — ' (Dv(1) + u'(0)v(0) +/ c(x)u(z)v(x)dr / flx)v(x)dx.
Jo 0

NB: Siles 2 conditions aux limites (CL) portent sur u’(x) en 0 et en 1, alors on conserve le
terme —u’(1)v(1) + u’(0)v(0) et on définit 2 fonctions, ¢, centrée en 0 et ¢,, centrée en 1, pour
déterminer les 2 inconnues supplémentaire, approximations deuen x=0.etenx = 1.



Méthode des EF

Formulation forte du pb:
Etant donné deux fonctions c et f continues sur [0,1], trouver u
doublement dérivable sur [0,1] telle que:

—u” ;r.) +c(x)u(z) = f(x) si0<x <1,
u

Formulation faible du pb: trouver u tel que pour tout v de V (de dimension infinie):

1
/ -u“'(ﬂ:?)t:’(l?)dﬂ?—k/ c(x)u r)dx —/ f(z)v(z)dz.
0

Approximation de Galerkin: trouver u, de Vh (de dimension finie) telle que
pour tout v, de Vh:

1 1 1
/ wy, (x)vy (z)dr + / clx)up(x)vp(x)dx :/ f(x)vp(x)dx
0 Jo 0



Eléments finis 1D de degré 2

Divisons l'intervalle |0, 1] en M +1 parties égales (M étant un entier positif),

posons h = 1/(M + 1), x; = ih, avec i =0,1,....M + 1 et x,,1/0 = 2; + h/2,
avec i =0,1,..., M. On définit pour i = 1,2, ..., M, les fonctions suivantes :
([ (z—zia)(z—zi1) .
S1 ;1 < T < I;,
(z; — xi_1) (x5 — ;r.i_%)

i) < 2 S1 T, <& < Tjyq,
(7 — T341) (25 — ;1‘1-_,_%)
k 0 S1T < T;_ 10Ul > Tjiq;

et pour ¢ =0,1,..., M, les fonctions suivantes :

( r— T; ) x — x; _

( 1)( z-i—l) siz; <1< Tii,
o) (g )@ — @)
L 0 Sl < T; o0 T = Tjiq.




Eléments finis 1D de degré 2
les fonctions ¥ et ;41,2 sont telles que :

'i‘_-'"'i;(;l‘-j) — O'ij* 0 é j E M+1,
)=0, 0<j<DM.

Vix; 41
Vil | ., est un polynome de degré 2 .1 < j < M + 1
J—L7
'i‘;'.'?:_‘_%(;l‘.j_‘_%}zoij. 0 ;:j {_J-I

~est un polynéme de degré 2 |1 < 7 < M + 1.

F_"' l
i+3 |[-E;,i—1 V& ]

|




Eléments finis 1D de degré 2

Si nous posons maintenant N = 2M + 1, o1 = U9, w2 = U1, 3 = U39,
py = 2, 5 = U5/, 06 = V3. ..., Pam = Vum, Pam+1 = Unryi/2, alors les
fonctions ¢1, o, ..., ¢n appartiennent & V' et sont linéairement indépendantes.
Nous les choisissons pour engendrer ’'espace V}, que nous appelons ici encore
espace de type éléments finis. Nous dirons ainsi que :

— Tg,T1. T2, ..., Tpr+1 sont les neuds principaux de la discrétisation,

— [xo, 1], [21, 22], .. . [2ar, xara1] sont les éléments géométriques,
— T1/2,73/2.T5/2,...,Trf+1/2 Sont les neuds itérteurs aux éléments
geométriques,

©1,09,...,¢on sont les fonctions de base du sous-espace V}, de type élé-
ments finis de degré 2 associées aux nceuds de la discrétisation.

i Yy () | N Qi-impaire  Pi-paire

bl




Méthode des EF
—u () + e(x)u(x) = f(x) si0<x <1, avecu(0)=0etu(1)=0

Approximation de Galerkin: trouver u, de Vh (de dimension N=2M+1)
telle que pour tout v,, de Vh:

1 1 1
/D wy, (x)vy, (2)da + /;] clx)up(x)vp(x)de = /D f(x)vp(x)dr
N
uhZZui(pi(X) et v(x) = 0;(x) pour j=1aN=2M+1 ,
=1

N
Z U;
i=1

N 1
A= j f(x)o,(x)dx = f,, Vji=1, N
=1 0

O ey —

(9,0, ) e(x)e;(x)0; (%)) dx = [ fx)p;(x)dx

A est une matrice carrée NxN et A i = Aij

—

systeme lin€aire: Au = f
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Si g € V3, alors g est une combinaison linéaire des ;. i.e.
N

g(x) = gipi(z).
i=1
et le graphe de ¢ est représenté dans la figure 10.7. En particulier nous re-
marquons, en vertu de (10.28) (10.29), que g(z;) = g2;, 1 < j < M, que
9(Tjt1/2) = 92541, 0 < J < M, que g(0) = g(1) = 0 et que g est un polynéme
de degré 2 sur chaque élément géométrique.

I g(x) /‘\
/ ~—
g3
s g(x) est l'interpolation
g1 de degré 2 sur [0,1]
I xI- I £ &I 4 " &
! L1/2 : L3/2 ? L5/2 ’ L7/2 ! :

Fig. 10.7 Graphe d’une fonction g élément de V3, dans le cas ou M = 3.



Eléments finis 1D de degré 2

Théoréme 10.4 On suppose que c(x) > 0, Vo € [0,1]. Soit u la solution de
(10.9) que nous supposons trois fois continiment dérivable. Si uy, est la solution
de (10.10) lorsque V), est engendré par les fonctions de base (10.26) (10.27),
alors nous avons l'estimation d’erreur :

u—uply < C?, (10.32)

ot C' est une constante indépendante de N (et donc de h).

1 1/2
avec |g|1 = (/ (_q’(.r)}'z«!.r) la norme quadratique.
J U

La méthode des EF de degre 2 est donc plus précise que la méthode des EF
de degre 1: I'erreur entre solution exacte et solution numérique diminue comme
h? (NB: h = 1/(M+1) < 1). Elle méne aussi a un systéme linéaire Au =T.

Cependant, elle est plus “lourde” numériquement car A est pentadiagonale et le
vecteur u des inconnues a N = 2M+1 composantes (M valeurs aux noeuds
principaux et M+1 valeurs aux noeuds intérieurs).
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La méthode des EF de degré 2 mene a la résolution d’'un systeme linéaire

du style Au = }? avec u et f des N-vecteurs et A une matrice symétrique carrée NxN
définie par:

1 1
Ajs = / ;'; (2) g; (z)dxr + / c(x)pi(x)p,(z)dr
0 J0

Comme les supports de ¢;, ¢4 €t ¢,., s€ chevauchent et que A est symétrique, A est
pentadiagonale : sa demi-largeur de bande est 3.

P Py Pj Pjia
On remarque que pour un pas d’espace h 4 vilr)

constant et pour ¢ = 0., le terme A, est différent .

suivant que i est paire ou impaire .....

1 1

A; (i paire) I((Pl )2 dx #Aj (i impaire) J((Pl)z dx

0 0




Eléments finis 1D de degré 2

Exo3a:

Calculez le terme Aii pour i paire puis pour i impaire avec un pas d’espace h
constant et dans le cas ou ¢ = 0.

A = j(@l )2 dx
0

.I'E_ 1 J.?_' _ % ‘I,z -.}-.Q'_i_ % -FI+1



Méthode des EF

Exo 3b:
Etant donné deux fonctions c et f continues sur [0,1], trouver u

doublement dérivable sur [0,1] telle que:
—u"(2) + c(x)u(x) = f(x) si0<x <1, avecu’(0)=aetu(1)=0
Comme la condition aux limites (CL) en x = 0 porte sur u’(x), on définit la fonction ¢,

centrée en 0 pour déterminer I'inconnue u(0) approximation de u en x = 0.
2(x-h)(x-h/2)

fonction ¢y(x) vaut avec un pas h constant: ¢ (x)= sur [0,h]
A Vi(x)
1
Ecrire les formulations faibles puis de Galerkin avec do(X) Vip1(x)
des éléments quadratiques et définir A et f:
Au=f
En prenant c(x)=0, montrer que A, =7/3h, A,,=-8/3h
et A,,=1/3h.
Ecrire la premiére ligne du systéme linéaire puis O h2 h 3h/i2 2h

faire tendre h vers 0 pour retrouver la C.L. en x =0.
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